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1. Introduction
La limite semiclassique pour l’e´quation de Schro¨dinger est ne´e de`s le de´but
de la me´canique quantique. Elle l’a meˆme pre´ce´de´ si l’on conside`re que les
the´ories de Heisenberg et Schro¨dinger ont pre´cise´ment e´te´ invente´es pour don-
ner un cadre dynamique aux conditions de Bohr-Sommerfeld. Appele´e “prin-
cipe de correspondance” en physique et attache´e au the´ore`me d’Egorov en
Expose´ au se´minaire X-EDP 27-12-2007.
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analyse microlocale, l’approximation semiclassique assure donc la transition
quantique-classique, pour ce qui concerne la partie “e´quation de Schro¨dinger”
de l’e´volution quantique. Il faut tout de suite remarquer que la partie “me-
sure quantique” de l’e´volution, inde´terministe et intrinse`quement ale´atoire,
n’a pas de “correspondant” classique. Nous discuterons brie`vement a` la fin de
cet article un lien possible entre “mesure” et limite semiclassique, pre´cise´ment
pour la limite a` temps long.
La me´canique quantique contient dans son formalisme une constante di-
mensionne´e, la constante de Planck ~, qui a la dimension d’une action (posi-
tion× impulsion) et qui assure ainsi l’homoge´ne´ite´ ne´cessaire a` la transforme´e
de Fourier. C’est aussi ~ qui controˆle la taille des oscillations inhe´rentes a` la
the´orie car il ne faut pas oublier que la limite semiclassique se re´alise par
oscillations et, de ce point de vue, est beaucoup plus subtile que la limite
non-relativiste.
Dans ce texte nous pre´sentons quelques re´sultats re´cents concernant l’ap-
proximation semiclassique a` temps long, c’est-a`-dire que nous allons conside´rer
l’e´quation de Schro¨dinger :
(1) i~∂tψ = (−~2∆+ V (x))ψ
pour des temps t ≤ T (~) avec diverses fonctions T (~)→ +∞ lorsque ~→ 0.
Les formes explicites des fonctions T (~) vont de´pendre des proprie´te´s dy-
namiques des flots classiques correspondants, mais nous allons, dans les cas
conside´re´s, exhiber trois e´chelles de temps qui donneront une limite diffe´rente.
– T1(~) pour laquelle la limite semiclassique est exactement la me´canique
classique
– T2(~) pour laquelle la limite semiclassique ne sera plus classique, mais
pourra ne´anmoins se comprendre a` partir des proprie´te´s dynamiques de
celle-ci, en particulier celles de stabilite´ (c’est l’e´chelle de temps pour
laquelle les paquets d’ondes se de´localisent).
– T3(~) pour laquelle des phe´nome`nes typiquement quantiques vont perdu-
rer a` la limite classique (et permettent des reconstructions et phe´nome`nes
d’ubiquite´).
La physique re´cente (celle des atomes froids) nous apprend que la correspon-
dance quantique/classique⇔micro/macroscopique n’est plus syste´matiquement
d’actualite´. On arrive maintenant a` garder excite´s des atomes dont la taille
est de l’ordre de celle d’une bacte´rie. De plus les e´chelles de temps pen-
dant lesquelles on est capable de maintenir des syste`mes quantiques simples
dans de tels e´tats est de l’ordre de la seconde [9]. De plus la reconstruction
de paquets d’ondes observe´e expe´rimentalement dans des supraconducteurs
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constitue une branche tre`s active de la physique moderne [3], en particulier
en vue d’applications a l’information et le calcul quantique [18].
Pour corroborer ces remarques signalons que la limite semiclassique ne cor-
respond pas toujours a` faire arbitrairement varier la “constante” de Planck.
Donnons deux exemples :
– le cas des syste`mes atomiques, avec des “scalings” qui redonne la limite
semiclassique. L’exemple le plus simple est bien suˆr l’atome d’hydroge`ne :
−~2∆− 1|x|
unitairement e´quivalent (par une dilatation par ~−
2
3 ) a`
~
2
3
(
−∆− 1|x|
)
,
et donc pour lequel la limite a` hauts e´tats excite´s est bien la limite
semiclassique.
– le cas des spins. On peut montrer en effet que l’espace des e´tats de n
spins 1
2
en interaction invariante par permutation peut eˆtre re´alise´ par
celui d’un seul spin n. la limite n → ∞ correspond alors a` la limite a`
grand spin d’une seule particule, c’est-a`-dire la limite semiclassique.
La limite semiclassique est donc bien contenue dans la me´canique quantique,
elle en constitue un “bord”.
L’approximation semiclassique a` temps long a e´te´ e´tudie´e dans [5] pour les
e´tats cohe´rents, et dans [1] puis [4] en ce qui concerne le the´ore`me d’Egorov.
Les e´le´ments de matrice diagonaux entre e´tats cohe´rents, dans le cas mo-
nodimensionnel stable pour le propagateur et instable pour la propagation
d’observables ont e´te´ conside´re´s dans [16] et [6] respectivement.
2. Le proble`me
Nous allons conside´rer l’e´quation de Schro¨dinger de´pendant du temps
(2) i∂tψ = Hψ
sur L2(Rn, dx) avec une condition initiale sous la forme d’un e´tat cohe´rent.
Ici H sera un ope´rateur pseudo-diffe´rentiel a` petit parame`tre (semiclassique)
de symbole de Weyl h(x, ξ),
Les e´tats cohe´rents, invente´s par Schro¨dinger lui-meˆme dans l’un des ar-
ticles originaux de 1926, [17], constituent un ensemble surcomplet de vecteurs
de L2(Rn). Nous allons conside´rer ici des e´tats cohe´rents de “forme” quel-
conque (pas seulement gaussienne), pour plusieurs raisons. Tout d’abord les
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re´sultats pre´sente´s sont valables dans ce cadre ge´ne´ral. Ensuite parce que nous
verrons que la forme gaussienne, qui perdure pour des temps “raisonnables”,
n’est plus suffisante pour les e´chelles de temps que nous allons conside´rer.
De´finition 2.1. soit (q, p) ∈ R2n = T ∗Rn et a ∈ S(Rn) (la classe de
Schwartz sur Rn) avec ||a||L2 = 1. On de´finit
(3) ψaqp(x) = ~
−n/4a
(
x− q√
~
)
ei
px
~ .
on dit que ψaqp est un e´tat cohe´rent “en (q, p)” et de “symbole a”.
Rappelons quelques proprie´te´s des e´tats cohe´rents :
– comple´tion :
∫
R2n
|ψaqp >< ψaqp|dqdp~2n = IdL2(R2n) au sens faible
– mesure de Wigner : la ~-transforme´e de Wigner de ψaqp en (x, ξ) est e´gale
a` la (~ = 1)-transforme´e de Wigner de a en (x−q√
~
, ξ−p√
~
)
– quantification de To¨plitz : (presque) tout ope´rateur pseudo-diffe´rentiel
s´e´crit (modulo ~∞)sous la forme
∫
R2n
h(q, p)|ψaqp >< ψaqp|dqdp~2n .
Un des avantages a` travailler avec des e´tats cohe´rents est que l’on reste tou-
jours local. Les hypothe`ses suffisantes sur le hamiltonien quantique H sont
donc qu’il soit essentiellement auto-adjoint, et de domaine contenant les e´tats
cohe´rents. Par exemple H donne´ par la quantification de Weyl de h, c’est a`
dire de noyau inte´gral :
H(x, y) =
∫
h
(
x+ y
2
, ξ
)
ei
ξ(x−y)
~
dξ
~n
et h(x, ξ) = ξ2 + V (x), V polynoˆme croissant a` l’infini, ou bien h C∞ uni-
forme´ment borne´ sur R2n ainsi que toutes ses de´rive´es [11].
3. Re´sultats ge´ne´raux
Commenc¸ons par rappeler le lemme fondamental :
Lemme 3.1. Soit H auto-adjoint et soit ψt et φt tels que :
i~∂tψ
t = Hψt +Rt,
i~∂tφ
t = Hφt,
ψ0 − φ0 = α(0).
Alors, pour t ≥ 0,
||ψt−φt|| = O(||α(0)||)+O
(∫ t
0
||Rs||ds
~
)
= O
(
||α(0)||+ tsup0≤s≤t||R
s||
~
)
.
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en particulier, si α0 = 0,
||ψt − φt|| =
(
t
sup0≤s≤t||Rs||
~
)
.
De´monstration. On obtient facilement des e´quations pre´ce´dentes :
i~∂t(ψ
t − φt) = H(ψt − φt) +Rt.
De´notant ψt − φt := e−itH/~α(t) on a :
α(t) = α(0) +
1
i~
∫ t
0
eisH/~Rsds.

L’importance des e´tats cohe´rents en analyse semiclassique provient du
re´sultat suivant, e´nonce´ par Schro¨dinger dans le cas de l’oscillateur harmo-
nique.
Soit Φt le flot hamiltonien associe´ au symbole principal h du hamiltonien
quantique H . A Φt on peut associer sa de´rive´e dΦtxξ au point (x, ξ), c’est-a`-
dire :
dΦtxξ : T(x,ξ)(T
∗M)→ TΦt(x,ξ)(T ∗M)
dΦtxξ est, pour tout temps, une matrice symplectique et donc, par la repre´sentation
me´taplectique, on peut lui associe´ un ope´rateur unitaire ds L2, M t, d’ailleurs
de´fini par l’e´quation :
iM˙ t = H2(Φt(x, ξ))M t
ou` H2(Φt(x, ξ)) est le (Weyl) quantifie´ du hessien de H en Φt(x, ξ).
Nous allons supposer que, pour tout t ≥ 0 :
||dΦtxξ|| ≤ eµ(x,ξ)t
ou` ||.|| est la norme ope´rateur et :
µ(.) ≥ 0 est une fonction α-ho¨lde´rienne pour un α > 0.
Un candidat naturel pour µ(x, ξ) est le supremum, sur la surface d’e´nergie
de (q, p), du hessien du hamiltonien. Mais l’inte´reˆt du re´sultat qui va suivre
est de conside´rer les plus petits µ(x, ξ) possibles.
Soit finalement
l(t) =
∫ t
0
(ξx˙− h)ds l’action lagrangienne du flot
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The´ore`me 3.2. [14] il existe une constante C, ne de´pendant que du symbole
h autour de h(x, ξ) = h(q, p) telle que, pour tout t ≥ 0,
(4) ||e−i tH~ ψaxξ − ei
l(t)
~ ψ
M(t)a
Φt(x,ξ)||L2 ≤ Cte3µ(x,ξ)t~
1
2
On voit donc apparaˆıtre une premie`re e´chelle de temps, celle pour laquelle
la propagation quantique “suit” la me´canique classique. Cette e´chelle est
donne´e par la condition que
te3µ(x,ξ)t < C~−
1
2 ,
condition remplie pour t ≤ T1(~) avec, pour ǫ > 0,
T1(~) = (
1
6
− ǫ) log ~−1.
Remarque 3.1. dans le cas ou` le flot est stable, on a que ||dΦtxξ|| ≤ C × t
(il suffit de penser au flot libre de hamiltonien ξ2 pour s’en convaincre, en
notant que, dans ce cas, dΦtxξ =
(
1 t
0 1
)
). On se convainc alors aise´ment
que l’e´chelle T1 est donne´e par
T1(~) = C~
− 1
6 .
Nous allons dans le reste de cet article conside´rer plusieurs cas particu-
liers ou` l’on pourra aller beaucoup plus loin dans les grands temps. mais
commenc¸ons par un cas d’e´cole.
4. Un cas tre`s simple
Conside´rons une particule libre sur le cercle. c’est-a`-dire le cas ou` l’e´quation
de Scroˆdinger se re´duit a`
(5) i~
∂
∂t
ψt = −~2∆ψt sur L2(S1).
Une simple de´composition en se´rie de Fourier de la condition initiale ψ0(x) =∑
cje
ijx montre facilement que le flot quantique est pe´riodique avec pe´riode
T = 2π
~
. En effet on a imme´diatement que ψt(x) =
∑
cje
−it~j2eijx. Cette
pe´riode est typiquement quantique et n’a pas d’e´quivalent classique, le flot
classique n’ayant pas de pe´riode globale.
Pre´cisons un peu. Puisque le spectre de l’ope´rateur −~ d2
dx2
sur le cercle est
{~2n2, n ∈ Z}, si l’on de´compose la condition initiale sur la base de Fourier :
(6) ψ0(x) =
∑
cne
inx
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on obtient imme´diatement :
(7) ψt(x) =
∑
cne
−it~n2einx
et donc ψk
2π
~ = ψ0, ∀k ∈ Z. Le flot quantique est donc globalement pe´riodique,
de pe´riode TQ =
2π
~
, alors que le flot classique
(8)
{
ξ˙ = 0
x˙ = 2ξ
est pe´riodique (puisque sur le cercle) mais de pe´riode variant avec la condi-
tion initiale.
Remarque 4.1. cependant on peut remarquer que, si l’on re´duit l’espace de
phases aux impulsions quantifie´es, c’est-a`-dire de la forme ξ = n~, n ∈ Z,
alors le flot classique restreint est globalement pe´riodique. Mais la pe´riode
(minimale) est e´gale a` TC =
π
~
, c’est-a`-dire moitie´ de la pe´riode quantique.
Il est amusant de remarquer que le meˆme phe´nome`ne se produit pour l’oscil-
lateur harmonique (a` cause de l’indice de Maslov) :
TQ = 2TC
Prenons maintenant le cas d’un e´tat cohe´rent (gaussien) centre´ a` l’origine.
Un e´tat cohe´rent (gaussien) sur le tore est simplement la pe´riodisation d’un
e´tat cohe´rent habituel, ce qui donne, par la formule de Poisson et dans la cas
(q, p) = (0, 0) :
(9) ψ0(x) =
(π
~
)1/4∑
e−
n2
2
~einx.
Le re´sultat pre´ce´dent s’applique bien suˆr. Mais conside´rons l’e´volution quan-
tique pour un temps multiple rationnel de TQ de la forme :
(10) t q
p
:=
p
q
2π
~
.
Quelques manipulations de congruence donnent :
ψ
t q
p (x) =
(
π
~
)1/4∑
ei2π
p
q
n2e−fracn
22~einx
=
(
π
~
)1/4∑
l∈Z,k=1...q e
i2π p
q
(lq+k)2e−
(lq+k)2
2
~ei(lq+k)x
=
(
π
~
)1/4∑
k=1...q e
i2π p
q
k2 ]1
q
∑q
j=1 ψj 2πq
ou` ψj 2π
q
est un e´tat cohe´rent en (q = j 2π
q
, ξ = 0).
On obtient donc un phe´nome`ne cette fois exclusivement quantique, sans
correspondant classique : une reconstruction du paquet d’onde en plusieurs
cites. Une ubiquite´ classique, trace de la persistance a` la limite classique
d’effets quantiques.
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Remarquons aussi que, si l’on conside`re (formellement) des temps t q
p
avec
q →∞, les points de reconstruction s’accumulent sur le cercle. En particulier,
lorsque q ∼ ~− 12 , la distance entre les points est du meˆme ordre que la
largeur des e´tats correspondants. On n’a donc plus de localisation, et l’e´tat
du syste`me est totalement disperse´, ce que l’on peut montrer rigoureusement
(voir aussi [7] pour une e´tude non-semiclassique).
La question naturelle est maintenant de se demander si les re´sultats pre´ce´-
dents perdurent pour des hamiltoniens plus ge´ne´raux. En particulier pour
l’extension la plus imme´diate qui consiste a` rajouter au symbole libre ξ2 des
termes d’ordre supe´rieur, a` commencer par ξ3. Si l’on reprend la formule (9),
on s’aperc¸oit que les nombres n signifiants sont ceux de l’ordre de |n| ≤ ~− 12 .
Si l’on conside`re, par exemple, un hamiltonien contenant des termes cubiques
dans les impulsions, on aura :
(11) ψ
2π
~
0 (x) =
(π
~
)1/4∑
ei2π(n
2+~n3)e−
n2
2
~einx =
∑
ei2πn
2(1+~n)e−
n2
2
~einx.
Pour |n| ≤ ~− 12 , on a |~n| ≤ ~ 12 ⇒ 1+~n ∼ 1. On pourrait donc penser que les
termes cubiques (et d’ordres supe´rieurs) ne troublent pas la reconstruction.
Nous allons voir qu’il n’en est rien, car la reconstruction d’un paquet d’onde
est une affaire de cohe´rence de phases, et donc c’est la distance des n2, n3
etc.... au re´seau pe´riodique qui importe et non leur taille.
5. Le cas stable
5.1. Cas ge´ne´ral. Conside´rons le cas d’un hamiltonien de symbole hC∞, h =
h(ξ) = ξ
2
2
+ cξ3 + dξ4 + 0(ξ5), c’est-a`-dire H := h(−i~∂x), toujours sur le
cercle. Et prenons toujours pour condition initiale un e´tat cohe´rent a` l’origine,
donne´ par (9) :
On obtient imme´diatement que
(12) ψt(x) := e−i
tH
~ ψ0(x) =
(π
~
)1/4∑
n∈Z
e−
m2~
2 e−i
tH(m~)
~ eimx.
Le re´sultat est le suivant :
Proposition 5.1. [12]. Soit t = s2π
~
, s ∈ N fixe´ non nul. Alors pour 0 < x ≤
2π,
ψt(x) =
π1/4
(sc)1/4
∑
k≥0
e−
x+k2π
sc
+i d
s
(x+k2π
c
)2
(x+ k2π + π/4)
1
4
sin(
2
3
(
x+ k2π + π/4
sc
)3/2) + 0(~
1
2 ).
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On a en fait un de´veloppement asymptotique complet en puissance de ~
1
2 .
De plus pour x ∼ 0, x = 0(~ 13 )
ψt(x) =
~−1/12
(sc)1/3
Air(
x
(sc)1/3
) + 0(~1/6)
Signalons aussi que l’on peut calculer de meˆme pour des conditions ini-
tiales e´tats cohe´rents de symbole a quelconque. Enfin on peut remarquer que
lorsque s augmente la localisation exponentielle diminue, les effets dispersifs
redeviennent actifs.
Ce qu’il faut retenir de cette formule un peu complique´e est le fait que
la localisation a disparue, au moins dans le sens semiclassique : l´e´tat ne
se localise pas mieux lorsque ~ → 0. Il y a deux manie`res de “retrouver”la
localisation
– lorsque la constante c tend vers 0 : c’est la limite ou` la partie cubique
du hamiltonien disparaˆıt et l’on retrouve le re´sultat pre´ce´dent, module´
par le terme quartique.
– lorsque l’on part d´e´tats “comprime´s” (en Fourier). C’est ce que nous
allons voir maintenant.
5.2. La reconstruction des e´tats comprime´s. Conside´rons maintenant
pour condition initiale un e´tat comprime´ de la forme, pour ǫ > 0 :
(13) ψǫ(x) :=
( π
~1−ǫ
)1/4∑
n∈Z
e−
n2~1−ǫ
2 einx.
Alors on a :
The´ore`me 5.2. [12]. Soit t = s2π
~
, s ∈ N fixe´ non nul. Alors pour 0 < x < 2π,
(14) ei
tH
~ ψ(x) =
1
~ǫ/2(sc/4)1/4
e−
x
sc~ǫ +O(~
1
2 )
(autour de 0 l’asymptotisme ne change pas par rapport au cas non-comprime´).
Ce re´sultat est apparemment surprenant puisqu’il indique qu’il faut partir
d’une condition initiale moins bien localise´e pour obtenir une reconstruction.
La raison en est que, e´tant moins bien localise´e en position, la condition ini-
tiale l’est mieux en Fourier, et donc est moins sensible au effets non-line´aires
cre´e´s par les termes d’ordre au moins cubique du hamiltonien. C’est la` une
particularite´ de l’approximation semiclassique que de jouer avec les aspects
quantiques (ine´galite´s de Heisenberg) et classiques (flots non-line´aires), afin
de produire des effets contrintuitifs.
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5.3. Le cas de la trajectoire pe´riodique stable. Montrons brie`vement
comment les re´sultats pre´ce´dent se ge´ne´ralisent au cas multidimensionnel
d’une trajectoire pe´riodique classique line´airement stable non-de´ge´ne´re´e.
La the´orie des formes normales (quantiques), [10], [8], nous apprend que,
pre`s d’une trajectoire classique elliptique γ d’un hamiltonien sur T ∗M, ou`
M est une varie´te´ a` n dimensions, et sous une condition de non re´sonance, on
peut construire un ope´rateur Fourier integral qui, microlocalement autour de
γ, entrelace le hamiltonien quantique original sur L2(M) a` un hamiltonien
sur L2(S1 × Rn−1) de la forme
H ′ = H ′(−i∂x, h1, . . . , hn−1)
ou` les hj sont des oscillateurs harmoniques dans les variables yj . Pre´sentons
le re´sultat dans le cas de la dimension 2. E´crivons :
H ′(τ, h1) = τ + h1 + aτh1 + bτ
2 + cτ 3 + dτ 4 +H”
On peut clairement ne pas conside´rer les termes τ et h1 (changement de
repe`re, voir [12]) et prendre :
H ′(τ, h1) = aτh1 + bτ
2 + cτ 3 + dτ 4 +H”
Alors on a :
The´ore`me 5.3. [12]. Soit ψ0(x, y) = ~
−1/2+ǫ/2g( x
~1/2−ǫ
, y√
~
) ou` g est Schwartz,
et 2π√
~
pe´riodique en x. Supposons que, dans (??), a = α+ k2π, 0 ≤ α < 2π.
Alors, si t := s2π
b~
,
ei
tH′
~ ψ(x, y) =
1
(~1+eǫsc/4)1/4
g′(| x
sc~ǫ/2
| 12 , y√
~
) +O(~ǫ)
ou`, si l’on de´compose g(θ, η) :=
∑∞
j=0 cj(θ)Hj(η), les Hj e´tant les fonctions
d’Hermite,
g′(| x
~ǫ/2
| 12 , η) =
∑
j≥0
cj(|x+ jα
sc~ǫ/2
| 12 )Hj(η).
En d’autres termes l’e´tat cohe´rent se relocalise sur la trajectoire en plu-
sieurs sites, ge´ne´re´s par les interactions avec les degre´s de liberte´ transverses.
6. Le cas instable
Dans cette section nous allons conside´rer des e´volutions a` temps suffi-
samment long pour provoquer des “reconstructions” comme dans la section
pre´ce´dente, mais cette fois dans le cas ou` la dynamique sous-jacente est in-
stable.
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6.1. Le 8. Conside´rons le cas d’une trajectoire homocline : soit h(x, ξ) une
fonction C∞ telle que la courbe Ω := {(x, ξ) ∈ R2, h(x, ξ) = 0} posse`de
un seul point fixe (x0, ξ0) , dh(x0, ξ0) = 0, et que celui-ci soit non-de´ge´ne´re´
de type hyperbolique. On peut sans perte de ge´ne´ralite´ se ramener au cas
ou` (x0, ξ0) est a` l’origine. De plus il est bien connu qu’un changement de
coordonne´es symplectique line´aire (en fait une simple rotation dans l’espace
de phases) permet de se ramener au cas ou` h(x, ξ) ∼ xξ pre`s de 0. L’exemple
“typique”est le hamiltonien :
h(x, ξ) = ξ2 + x2(x2 − 1).
Il est bien connu aussi qu’au niveau quantique, a` la fois la translation (x0, ξ0)→
0 et la rotation qui donne h(x, ξ)→ h(x, ξ) ∼ xξ pre`s de 0, sont re´alise´s par
des ope´rateur unitaires explicites (voir la section (6.3)). On traitera donc
seulement le cas h(x, ξ) ∼ xξ pre`s de 0.
De´notons encore une fois par H l’ope´rateur de symbole de Weyl h(x, ξ).
Nous allons conside´rer l’e´quation de Schro¨dinger avec pour condition initiale
un e´tat cohe´rent de “symbole” a et centre´ a` l’origine :{
i∂tψ = Hψ
ψt=0 = ψa(0,0 := ψ
a
Soit maintenant (x(s), ξ(s)) une parame´trisation hamiltonienne de Ω, c’est-
a`-dire {
x˙(s) = ∂ξh(x(s), ξ(s))
ξ˙(s) = −∂xh(x(s), ξ(s)) , (x(0), ξ(0)) := (x0, ξ0).
On a donc x(s), ξ(s) → 0 quand s → ±∞. Soit t0 de´fini par et0 =
lims→+∞ x(−s)ξ(s)e2s.
Lemme 6.1. t0 ne de´pend pas de (x0, ξ0).
La preuve est imme´diate.
The´ore`me 6.2. [13]. Soit 0 < γ < 1
5
et soit t~ := log
1
~
− t0, alors
e−i
t~H
~ ψa = ei(S
++π/2)/~ψb+ + ei(S
−+π/2)/~ψb− +O(~γ/2)
ou`
b±(η) :=
∫ ±∞
0
a(1/µ)
1
µ
ρ(±µ~γ)eiηµdµ
et ρ est une fonction de “cut-off”, c’est-a`-dire que
ρ ∈ C∞([0, 1]), ρ(y) = 1, pour 0 ≤ y ≤ 1, ρ(y) = 0, pour |y| > 2
.
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Ce the´ore`me indique donc que le paquet d’onde se reforme a` l’origine au
bout d’un temps logarithmique dans la constante de Planck. De plus il nous
indique comment un tel paquet d’onde re relocalise, en nous donnant la forme
de son symbole.
Lemme 6.3. [13]. De´finissons sur S(R) l’ope´rateur U par, pour α ∈ S(R),
Uα(η) := ei(S
++π/2)/~
∫ +∞
0
α(1/µ) 1
µ
ρ(µ~γ)eiηµdµ
+ ei(S
−+π/2)/~
∫ −∞
0
α(1/µ) 1
µ
ρ(−µ~γ)eiηµdµ.
Alors U est unitaire modulo ~γ/2,
||Uα||L2 = ||α||L2 + o(~γ/2).
Le re´sultat suivant nous permet d’ite´rer :
The´ore`me 6.4. [13] Fixons C > 0. Alors pour tout n ≤ C log 1~
loglog 1
~
,
e−i
nt~H
~ ψa = ψUna +O(~
γ/2(log
1
~
)n/2).
Donc la reconstruction semiclassique est valide pour des temps de l’ordre de
t ∼ C log
2 1
~
loglog 1
~
.
Pour des temps interme´diaires, l´e´tat du syste`me est un distribution la-
grangienne associe´e a` Ω. La proprie´te´ de localisation-delocalisation peut eˆtre
mieux vue sur les e´le´ments de matrice d’observables :
The´ore`me 6.5. [13]. Soit (p(s), q(s)) une parame´trisation de h(p, q) = 0
comme pre´ce´demment telle que q(s) ∼ es(resp.p(s) ∼ e−s) quand s →
−∞ (resp. +∞), et soit P une observable of symbole (principal) de Weyl
P (p, q). Alors, uniforme´ment pour t ≤ (1 + ǫ)log 1
~
, 0 ≤ ǫ < 1/2,
< ψt, Pψt > = < ψa, e
i tH
~ Pe−i
tH
~ ψa >
= ~−1/2
∫ +∞
−∞ |a(es−t/~)|2P (p(s), q(s))es−tds+O(~11/2)
.
En particulier, pour t borne´ :
< ψt, Pψt >= P (0, 0) +O(~1/2),
pour t ∼ log 1
~
:
< ψt, Pψt >= P (0, 0) +O(~γ/2),
et pour t = 1
2
log 1
~
− t′ :
< ψt, Pψt >=
∫
h(p,q)=0
P (p, q)dµt
′
+O(~1/2)
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ou` la mesure dµt
′
est donne´e par la densite´ |a(es−t′)|2es−t′, c’est-a`-dire dµt′ =
|a(es−t′ |2es−t′ds. De plus les meˆme re´sultats restent valides apre`s n ite´rations
(n ≤ C log 1~
loglog 1
~
) : on a, pour t ∼ nlog 1
~
:
< ψt, Pψt >= P (0, 0) +O(~γ/2(log
1
~
)n/2),
et pour t = n
2
log 1
~
− t′ :
< ψt, Pψt >=
∫
h(p,q)=0
P (p, q)dµt
′
+O(~γ/2(log
1
~
)n/2),
ou` la mesure dµt
′
est donne´e par la densite´ |Una(es−t′)|2es−t′
6.2. Interpre´tation. Nous voyons donc apparaˆıtre, a` la limite semiclas-
sique, des oscillations en temps entre e´tats localise´s pour des temps multiples
de log ‘
~
et des e´tats nonlocalise´s pour des temps interme´diaires. De plus
l’application qui fait passer du symbole de l’e´tat cohe´rent original a` celui re-
construit apre`s une ite´ration joue le roˆle de la quantification (me´taplectique)
du flot line´arise´.
6.3. Le cas he´te´rocline quelconque. Dans cette section nous indiquons
comment traiter le cas ge´ne´ral d’une jonction he´te´rocline entre deux points
fixes hyperboliques. Conside´rons un hamiltonien h(p, q) tel que la surface
d’e´nergie {h = 0} contienne deux points fixes hyperboliques relie´s par une
courbe re´gulie`re. On peut conside´rer sans perte de ge´ne´ralite´ que h est tel
que :
h(p, q) = pq +O(|(p, q)|3)
et
dh(p0, q0) = 0
avec dh 6= 0 sur la courbe Λ entre l’origine et (p0, q0). Supposons de plus que
le hessien de h a` (p0, q0), Hess(h)p0,q0, est de type hyperbolique, c’est-a`-dire
qu’il existe une matrice 2× 2 symplectique M telle que
MTHess(h)p0,q0M =
(
µ0 0
0 1
µ0
)
.
Il est bien connu que M est une rotation dans l’espace de phases. Soit θ0
l’angle de cette rotation. A M on peut associer l’ope´rateur (me´taplectique)
M˜ unitaire sur L2(R, dη) de´fini par :
M˜ = e
i
θ0
2
(− d2
dη2
+η2)
(notons que le noyau inte´gral de M˜ est calculable explicitement). Conside´rons
une condition initiale qui est un e´tat cohe´rent a` (0, 0), ψa, nous allons calculer
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l’e´volution de la partie ψa+ qui correspond a` la partie de la condition initiale
“vers (p0, q0)”, c’est-a`-dire moralement :
ψa+(x) = ψa(x), x > 0 : ψa+(x) = 0, x < 0.
dans le cas ou` la partie Λ de la surface d’e´nergie reliant l’origine a` (x0, ξ0)
est tangente a` l’origine a` R+. ψa+ est trop singulie`re pour que l’on puisse
calculer semiclassiquement e−i
t~H
~ ψa+, il faut re´gulariser un peu : e´crivons,
pour ǫ > 0,
a = a+ǫ + a
−
ǫ
avec ||a±ǫ ||L2(R∓) = O(ǫ) et a±ǫ dans la classe de Schwartz.
The´ore`me 6.6. [13]. Soit H la quantification de Weyl de h. Alors il existe
t0 tel que, si t~ := (
1
2
+ 1
µ0
) log 1
~
− t0, on a
e−i
t~H
~ ψa
+
ǫ = ei(S
++σπ/2)/~ψb+ +O(~γ/2) +O(ǫ),
ou` σ est l’indice de Maslov de la courbe Λ, S+ :=
∫
Λ
pdq et
b+ = M˜a(
1
.
)
1
.
ρ(.~γ).
Le the´ore`me pre´ce´dent permet clairement de conside´rer une jonction he´te´rocline
quelconque. Regardons quelques exemples.
6.4. Le pendule. Conside´rons le hamiltonien suivant
hPENDULE(p, q) =
p2
2
+ cosq − 1
Nous le transformerons tout d’abord, comme pre´ce´demment, en :
h(p, q) =
(p+ q)2
4
+ cos
(p− q)√
2
− 1
Donc h(p, q) ∼ pq pre`s de l’origine.
Soit Λ := {m(1, 1) ∈ Z2, m ∈ Z} et On l’ensemble de tous les chemins
connexes dans Λ partant de l’origine et de longueur n. Un e´le´ment de O est
une suite (λi)i=0...n/λ0 = (0, 0), |λi+1 − λi| =
√
2. Soit encore une fois ψa(q,p)
de´fini par (3).
The´ore`me 6.7. [13].
e−i
nt~H
~ ψa(0,0) =
∑
λ∈On
eiSλ/~ψaλλn +O(~
γ/2(log
1
~
)n/2),
ou` Sλ =
∫
λ˜
pdq , avec λ˜ la courbe dans {h(p, q) = 0} joignant les points de
λ, et
aλ = Π
n
i=1Tλi := Tλa
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avec
Tλib(η) =
∫ +∞
0
e−iµηa(
1
µ
)
1
µ
ρ(µ~γ)dµ
if λi+1 − λi > 0 et
Tλib(η) =
∫ −∞
0
e+iµηa(
1
µ
)
1
µ
ρ(−µ~γ)dµ
si λi+1 − λi < 0.
6.5. Le cas Harper. Le mode`le de Harper est donne´ par le hamiltonien
hHARPER(p, q) := cos(p)− cos(q)
Par un simple changement de variable il peut eˆtre ramene´ a` :
h(p, q) := π2(cos((p+ q)/2π)− cos((p− q)/2π))
avec h(p, q) ∼ pq pre`s de ze´ro.
The´ore`me 6.8. [13]. Soit Œn (pour Œdipe) l’ensemble des chemins Γ sur
Z
2 partant de (0, 0) et ne contenant aucune segment de longueur plus grande
que 1. Soit Γ(n) l’extre´mite´ de Γ et Γi un vertex de Γ. Soit t~ = log
1
h
~. Alors
e−i
nt
~
H
~ ψa(0,0) =
∑
Γ∈Œn
eiSΓ/~ψaΓΓ(n) +O(~
γ/2(log
1
~
)n/2),
ou` SΓ =
1
2
∫
Γ˜
pdq − qdp, ou` Γ˜ est chemin dans R2 consistant en les segments
joignant les points de Γ et
aΓ = Πni=1V
Γia := VΓa
ou` :
– V Γia(η) = a(1/η) 1
η
ρ(η~γ) si (Γi−1,Γi) est horizontal oriente´ a` droite,
V Γia(η) = −a(−1/η) 1
η
ρ(−η~γ) si (Γi−1,Γi) est horizontal oriente´ a` gauche,
– V Γia(η) =
∫∞
0
e−iηµa(1/µ)ρ(µ~γ)dµ
µ
si (Γi−1,Γi) est vertical oriente´ vers
le haut,
– V Γia(η) =
∫ −∞
0
eiηµa(1/µ)ρ(−µ~γ)dµ
µ
si (Γi−1,Γi) est horizontal oriente´
a` droite.
Une autre manie`re d´e´noncer le meˆme phe´nome`ne est le re´sultat suivant,
inspire´ par les “inte´grales de chemins” de Feynman.
Corollaire 6.9. [13]. Soit n ≤ C log 1~
loglog 1
~
. Conside´rons e´le´ments de matrice
< ψa(0,0), e
−int~H
~ ψb(p,q) > .
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Ceux-ci aurons une limite semiclassique non-nulle seulement si (p, q) = (i, j) ∈
Z2 et
< ψa(0,0), e
−int~H
~ ψb(i,j) >=
∑
Γ∈Œ, Γ(n)=(i,j)
eiSΓ/~ < a, VΓb > +O(~
γ/2(log
1
~
)n/2).
la somme devant eˆtre comprise comme e´tant nulle s’il n’y pas de chemin
satisfaisant Γ(n) = (i, j).
7. Ge´ne´ralisations
Les exemples traite´s plus haut se ge´ne´ralisent a` des espaces de Hilbert qui
ne sont pas du type L2. C’est le cas, par exemple, des spins. L’espace de
Hilbert (de la partie “spin”) d’une particule de spin 1
2
est C2. C’est un des
espaces de repre´sentation du groupe des rotations de R3.
Un autre ge´ne´ralisation qui nous semble plausible est le cas de syste`mes
inte´grables. Dans le cas d’un syste`me inte´grable quantique ou` l’on peut e´crire
le hamiltonien comme fonction d’ope´rateurs qui commutent entre eux et de
spectres line´aires, alors le re´sultat doit eˆtre imme´diat, et la ge´ne´ralisation des
re´sultats de la section 5 facile.
L’autre cas est celui de tores singuliers, pre´sentant des points hyperbo-
liques. Un exemple est traite´ dans [2].
8. Inde´terminisme quantique et sensibilite´ aux conditions
initiales
Comme nous l’avons mentionne´ dans l’introduction, le processus de me-
sure de la me´canique quantique est aussi une fac¸on de “retrouver” le monde
classique. Rappelons brie`vement que la mesure quantique est associe´e a` une
observable quantique O (ope´rateur auto-adjoint) et que le re´sultat d’une me-
sure effectue´e peut eˆtre un quelconque point λ du spectre de O, la probabilite´
d’obtenir λ e´tant e´gale a` | < ψ|φλ > |2, ou` ψ est l’e´tat du syste`me au moment
ou` la mesure est effectue´e, et φλ le vecteur propre (e´ventuellement ge´ne´ralise´
si le spectre n’est pas ponctuel) associe´ a` λ, suppose´e non-de´ge´ne´re´e. Dans
le cas ou` O = Q, ou` Q est l’ope´rateur de multiplication par la variable x,
on obtient l’interpre´tation probabiliste de la fonction d’onde : la probabilite´
qu’a une particule quantique d’eˆtre dans la position x est e´gale a` |ψ(x)|2.
Cet aspect non-de´terministe est a` opposer au caracte`re fondamentalement
de´terministe de la me´canique classique, intrinse`quement associe´e a` un flot sur
un espace ge´ome´trique absolu. Cependant la remarque, par Poincare´, de l’im-
portance de la sensibilite´ aux conditions initiales rend souvent inapplicable
ce de´terminisme. On sait par exemple que pour savoir si, dans un million
d’anne´es, la terre sera encore dans le syste`me solaire, il faudrait connaˆıtre
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avec un pre´cision de quelques centaines de me`tres la position de toutes les
plane`tes du syste`me solaire : une mesure classique tout simplement invrai-
semblable a` obtenir. Dans l’asymptotisme du temps infini cette remarque
prend un sens tout a` fait particulier : bien que le flot classique associe´ a`
un hamiltonien (re´gulier) est de´fini univoquement pour tout temps, le flot a`
temps infini n’existe pas (en tant que flot). Il intervient ne´anmoins partout
dans la the´orie des syste`mes dynamiques (ergodicite´, sensibilite´ aux condi-
tions initiales, proprie´te´ de me´lange etc), mais de fac¸on indirecte. Faible pour
l’ergodicite´ :
lim
T→∞
1
T
∫ +T/2
−T/2
f(φt(x))dt = µ(x)
et implicite pour la sensibilite´ aux conditions initiales (le flot e´tant continu
pour chaque t <∞) :
∃I ∈ R+, ∀ǫ > 0, ∃t = t(I, ǫ) tel que ∃x, |x− y| ≤ ǫ, |Φt(x)− Φt(y)| ≥ I.
Il y a pourtant une situation ou` le flot a` temps infini peut eˆtre par-
tiellement de´fini : il s’agˆıt de la situation d’un point fixe hyperbolique (et
plus ge´ne´ralement d’une trajectoire instable dans un syste`me chaotique) : la
varie´te´ instable d’un point fixe z0, Λ
−
z0
est en effet de´finie comme l’ensemble
des points z tels que φ+∞(z) = z0 :
Λ−z0 = {z/φ+∞(z) = z0}.
On pourrait donc eˆtre tente´ de “de´finir” le flot inverse de la manie`re suivante :
φ−∞(z0) = z, ∀z ∈ Λz0,
c’est-a`-dire de manie`re non-de´terministe.
Cette de´finition n’a bien suˆr pas de sens a` l’inte´rieur du paradigme clas-
sique, mais se retrouve prendre une signification dans le cadre semiclassique :
la de´localisation de la fonction d’onde pour une e´chelle de temps logarith-
mique, couple´e a` l’interpre´tation probabiliste de celle-ci, donne pre´cise´ment
un sens non-de´terministe au flot limite a` temps infini (voir [15] pour une
discussion plus de´taille´e).
9. Conclusion : pe´riodes semiclassiques
Nous avons vu comment la me´moire des phases permet la reconstruction
de paquets d’ondes et induit donc un flot pe´riodique dans le temps infini
semiclassique.
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Nous avons aussi vu que les e´chelles de temps, pour cette reconstruction,
sont diffe´rentes pour les cas stable/instable.{
~−1 pour le cas table
log 1
~
pour le cas instable
Ces e´chelles de temps, lorsque ~→ 0 “disparaissent” dans le point a` l’infini du
temps classique. Les exemples que nous avons traite´s font donc appre´hender
une approche du temps infini en me´canique classique dans laquelle le “point”
a` l’infini est de´compose´ en diffe´rentes e´chelles, sugge´rant un nouveau syste`me
dynamique (vraiment semiclassique et non-classique).
Nous avons enfin vu la ne´cessite´ pour les e´tats cohe´rents de n’eˆtre plus
gaussien, les reconstructions ne pre´servant pas cette proprie´te´. De plus les
symboles des e´tats reconstruits sont, dans tous les cas, singuliers lorsque
conside´re´s ponctuellement.
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